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Õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî

Ïóñòü ó íàñ åñòü àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A è íàáîð öâåòîâ C.

Ìû ìîæåì ðàñêðàñèòü ýëåìåíòû àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû A òàê,
÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåêîòîðîå ïðàâèëî ðàñêðàñêè P .

Îáû÷íî ïðàâèëî P çàïðåùàåò òó èëè èíóþ êîíôèãóðàöèþ ðàñêðàñêè.
Íàïðèìåð, äëÿ ãðàôîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ïðàâèëî:
P: �äâå ñîñåäíèå âåðøèíû â ãðàôå íå ìîãóò áûòü îêðàøåíû â îäèí
öâåò.�

Ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ, êîòîðîå íóæíî èñïîëüçîâàòü,
÷òîáû ðàñêðàñèòü ýëåìåíòû ñèñòåìû A íå íàðóøàÿ ïðàâèëà P
íàçûâàåòñÿ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì A (ïî ïðàâèëó P ) è îáîçíà÷àåòñÿ
χ(A).
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Õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

Åñëè àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì,
òî ïðàâèëî ðàñêðàñêè ìîæåò áûòü òàêèì:

P: �äâå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà íà ðàññòîÿíèè 1 íå ìîãóò áûòü
ïîêðàøåíû â îäèí öâåò.�

Íåòðóäíî ïîíÿòü ÷òî χ(R) = 2.

À åñëè M = {
√
a|a ∈ N \ {0, 1}}, ÷åìó ðàâíî χ(M)?
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Ðàñêðàñêè ïëîñêîñòè. Hadwiger�Nelson problem.

Ñëó÷àé ïëîñêîñòè íàìíîãî ñëîæíåå, ÷åì ñëó÷àé ïðÿìîé. Ðàññìîòðèì
îáû÷íóþ äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü R2 ñ åâêëèäîâîé ìåòðèêîé.

Òî÷íîå çíà÷åíèå χ(R2) íåèçâåñòíî. Îäíàêî, ïðîñòûå îöåíêè
ïîëó÷èòü íåñëîæíî:

4 ≤ χ(R2) ≤ 7

4 / 15



Ðàñêðàñêè ïëîñêîñòè. Hadwiger�Nelson problem.

Ñëó÷àé ïëîñêîñòè íàìíîãî ñëîæíåå, ÷åì ñëó÷àé ïðÿìîé. Ðàññìîòðèì
îáû÷íóþ äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü R2 ñ åâêëèäîâîé ìåòðèêîé.

Òî÷íîå çíà÷åíèå χ(R2) íåèçâåñòíî. Îäíàêî, ïðîñòûå îöåíêè
ïîëó÷èòü íåñëîæíî:

4 ≤ χ(R2) ≤ 7

4 / 15



Çàìîùåíèå ïëîñêîñòè
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Ïðîðûâ 2018 ãîäà

A.D.N.J.de Grey. The chromatic number of the plane is at least 5. �
//arXiv preprint arXiv:1804.02385 (2018)
À. Ðàéãîðîäñêèé, Â. Âîðîíîâ, À. Ñàââàòååâ, �Ïðîðûâ â çàäà÷å î
ðàñêðàñêå ïëîñêîñòè�, Êâàíò, 2018

Äèñòàíöèîííûé ãðàô íå äîïóñêàþùèé ðàñêðàñêó â ÷åòðå öâåòà:
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Ðàñêðàñêà øåñòèóãîëüíèêà íå äîïóñêàþùàÿ âåðøèí

îäíîãî öâåòà íà ðàññòîÿíèè
√
3
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Âîò ýòî ïîâîðîò!
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Âîò íîâûé ïîâîðîò...
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Èñïîëüçóåì êîìïüþòåð

Òðèæäû ñêëàäûâàåì êðóã V + V + V êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ñ
ïîìîùüþ êîìïüþòåðà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîëó÷åííûé ãðàô íå
ðàñêðàøèâàåòñÿ â 4 öâåòà. Â 2022 ãîäó áûë ïðåäñòàâëåí
äèñòàíöèîííûé ãðàô íà 509 âåðøèíàõ íå ðàñêðàøèâàåìûé â 4 öâåòà.

Ïîíÿòíîãî ÷åëîâåêó îáúÿñíåíèÿ êàê óñòðîåí ãðàô íå èìåþùèé
ðàñêðàñêó â 4 öâåòà äî ñèõ ïîð íåò.
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Äðóãèå ðåçóëüòàòû î ðàñêðàøèâàíèè ïëîñêîñòè

Jaan Parts, 2020

Ñóùåñòâóåò çàìîùåíèå ïëîñêîñòè è ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà â øåñòü
öâåòîâ 99.985698 ïðîöåíòîâ ïëîñêîñòè.

Ðåçóëüòàòû

χ(Q2) = 2 (Woodal 1970)

χ(Q3) = 2, χ(Q4) = 4 (Benda, Perles 2000)

χ(Q(
√
2)2) = 2, χ(Q(

√
3)2) = 3 (David A. Madore 2015)

...

Îòêðûòûå ïðîáëåìû

χ(Q(
√
(2)))

χ(E2) äëÿ ëþáîãî ÷èñëîâîãî ïîëÿ E.
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Ðàñêðàñêè ãðàôîâ

Ïðîáëåìà ÷åòûðåõ êðàñîê

Ïëàíàðíûé ãðàô ìîæåò áûòü ðàñêðàøåí ñ ïîìîùüþ íå áîëåå ÷åì
÷åòûðåõ öâåòîâ.

Ïðîñòûå ãðàôû ÿâëÿþòñÿ êâàçèìíîãîîáðàçèåì.

∀x, y E(x, y) → E(y, x)

Êëàññ ãðàôîâ îáëàäàþùèõ ðàñêðàñêîé â n öâåòîâ ÿâëÿåòñÿ
êâàçèìíîãîîáðàçèåì.
Äîáàâèì â ñèãíàòóðó n óíàðíûõ ïðåäèêàòîâ Pi(x), i = 1, . . . , n.

∀x, y E(x, y) ∧ P1(x) → ¬P1(y)

∀x P1(x) → ¬P1(y)
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Îáúåäèíÿþùàÿ òåîðåìà äëÿ êâàçèìíîãîîáðàçèé

Theorem (Äàíèÿðîâà, Ìÿñíèêîâ, Ðåìåñëåííèêîâ)

Ïóñòü A � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ÿçûêà L. Òîãäà äëÿ ëþáîé

êîíå÷íî ïîðîæäåííîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû C ÿçûêà L
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1 C ∈ Qvar(A);

2 C âêëàäûâàåòñÿ â íåêîòîðóþ ïðÿìóþ ñòåïåíü A;

3 C àïïðîêñèìèðóåòñÿ A.
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×òî ìîæåò ñëóæèòü ïîðîæäàþùèì ãðàôîì A èç îáúåäèíÿùåé
òåîðåìû?

Ìîæíî ëè èñïîëüçîâàòü àïïàðàò ÓÀÃ äëÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ?
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