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Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

ßçûê L = {P (n1)
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ïðåäèêàòíûé ñèìâîë ðàçìåðíîñòè ni, áóäåì íàçûâàòü
ïðåäèêàòíûì ÿçûêîì. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ
àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàä ÿçûêîì L. Ðàñøèðåíèå
ÿçûêà L ìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ A: LA = L ∪ A, áóäåì
íàçûâàòü ïðåäèêàòíûì ÿçûêîì ñ êîíñòàíòàìè èç A.

Äëÿ ÿçûêà LA ïðîèçâîëüíîå óðàâíåíèå èìååò îäèí èç
ñëåäóþùèõ âèäîâ:

1 Pi(w1, . . . , wni
), ãäå i ∈ {1, . . . , k}, è äëÿ âñåõ j = 1, ni

òåðì wj ÿâëÿåòñÿ ëèáî êîíñòàíòîé ÿçûêà LA, ëèáî
ïåðåìåííîé;

2 w1 = w2, ãäå êàæäûé òåðì w1, w2 ÿâëÿåòñÿ ëèáî
êîíñòàíòîé ÿçûêà LA, ëèáî ïåðåìåííîé.
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Òî÷êà a ∈ An íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ s(X)
ÿçûêà LA îò n ïåðåìåííûõ X = {x1, . . . , xn} íàä
àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé A, åñëè A |= s(a).

Òî÷êà a ∈ An íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé

S(X) íàä àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé A, åñëè a ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì êàæäîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû S(X).
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Äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé S1(X) è S2(X) ÿçûêà L
íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè íàä àëãåáðàè÷åñêîé
ñèñòåìîé A, åñëè èõ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñîâïàäàþò.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A íàçûâàåòñÿ í¼òåðîâîé ïî

óðàâíåíèÿì, åñëè äëÿ ëþáîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî n
ëþáàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé S(X) îò n ïåðåìåííûõ X
ýêâèâàëåíòíà ñâîåé íåêîòîðîé êîíå÷íîé ïîäñèñòåìå
S0(X) ⊆ S(X).
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Ñ äîñòàòî÷íî îáøèðíûì ñïèñêîì ðàáîò è òåîðåòè÷åñêîé
áàçîé ïî óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè
ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ, íàïðèìåð, â ìîíîãðàôèè Ý. Þ.
Äàíèÿðîâà, À. Ã. Ìÿñíèêîâ, Â. Í. Ðåìåñëåííèêîâ
¾Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ íàä àëãåáðàè÷åñêèìè
ñèñòåìàìè¿ (2016,
http://iitam.omsk.net.ru/~remesl/articles/monography.pdf)
[1].
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Îñíîâíûìè ïðåèìóùåñòâàìè íåòåðîâûõ ïî óðàâíåíèÿì
àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ:

1 âîçìîæíîñòü èçó÷åíèÿ òîëüêî êîíå÷íûõ ñèñòåì
óðàâíåíèé;

2 ñïðàâåäëèâîñòü îáúåäèíÿþùèõ òåîðåì 2.5.21, 2.5.22
èç [1], äàþùèõ îïèñàíèå (íåïðèâîäèìûõ)
êîîðäèíàòíûõ àëãåáð íåñêîëüêèìè ðàçíûìè
ñïîñîáàìè.

3 ïðåäñòàâèìîñòü ïðîèçâîëüíîãî íåïóñòîãî
àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîæåñòâà â âèäå êîíå÷íîãî
îáúåäèíåíèÿ íåïðèâîäèìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
ìíîæåñòâ.
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Èçâåñòíû ñëåäóþùèå ïðèìåðû íåòåðîâûõ ïî
óðàâíåíèÿì àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì:

ëþáîå íåòåðîâî êîììóòàòèâíîå êîëüöî,

ëþáàÿ êîíå÷íàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà,

ëþáîé ïðîñòîé ëîêàëüíî êîíå÷íûé ãðàô,

ëþáàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ (Z.
Sela, 2013),

ëþáàÿ æåñòêàÿ ãðóïïà, â ÷àñòíîñòè ñâîáîäíàÿ
ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà (×. Ê. Ãóïòà, Í. Ñ.
Ðîìàíîâñêèé, 2007, 2009),

ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ìåòàáåëåâà (èëè
íèëüïîòåíòíàÿ) àëãåáðà Ëè (Ý. Þ. Äàíèÿðîâà,
2007).
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Ïðèìåðû àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, íå ÿâëÿþùèõñÿ
íåòåðîâûìè ïî óðàâíåíèÿì:

ñïëåòåíèå íåàáåëåâîé ãðóïïû è áåñêîíå÷íîé ãðóïïû
(G. Baumslag, A. Myasnikov, V. Roman'kov, 1997),

ìèíèìàêñíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû (Þ. Ñ.
Äâîðæåöêèé, Ì. Â. Êîòîâ, 2008),

áåñêîíå÷íàÿ ïðÿìàÿ ñòåïåíü íåàáåëåâîé ãðóïïû èëè
ïîëóãðóïïû (M. Shahryari, A. Shevlyakov, 2017),

ïðèìåðû áåñêîíå÷íî ïîðîæäåííûõ íèëüïîòåíòíûõ
ãðóïï (A. Myasnikov, V. Remeslennikov, 2000).
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Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ íàä êîíêðåòíûìè
ïðåäèêàòíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè ðàíåå óæå
èññëåäîâàëàñü.

À. Â. Èëüåâ, Â. Í. Ðåìåñëåííèêîâ ¾Èññëåäîâàíèå
ñîâìåñòíîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé íàä ãðàôàìè è
íàõîæäåíèå èõ îáùèõ ðåøåíèé¿ (2017)

À. Â. Èëüåâ, Â. Ï. Èëüåâ ¾On axiomatizability and
decidability of universal theories of hereditary classes
of matroids¿ (2019)

À. Þ. Íèêèòèí, È. Ä. Êóäûê ¾Criterion of
equationally Notherian property for posets¿ (2018)

Á., À. Â. Òðåéåð ¾Î ãðàôàõ, íå ÿâëÿþùèõñÿ
íåòåðîâûìè ïî óðàâíåíèÿì¿ (2023)

Á., À. Â. Òðåéåð ¾On �rst order de�nability of
equationally noetherian graphs¿ (2021)
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Íåîðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì íàçûâàåòñÿ ïàðà ìíîæåñòâ
(V,E), ãäå V � íåïóñòîå ìíîæåñòâî âåðøèí, E �
ìíîæåñòâî íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ýëåìåíòîâ èç V ,
íàçûâàåìûõ ðåáðàìè. Ïðîñòûì ãðàôîì íàçûâàþò ãðàô
áåç êðàòíûõ ðåáåð è ïåòåëü.
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ßçûê Lgraph = {E(2)} íàçîâåì ÿçûêîì ãðàôîâ.
Ïðîèçâîëüíûé ãðàô ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó íàä Lgraph. Ðàñøèðåíèå ÿçûêà
Lgraph ìíîæåñòâîì âåðøèí ãðàôà Γ: Lgraph,Γ = L ∪ V (Γ),
íàçîâåì ÿçûêîì ãðàôîâ ñ êîíñòàíòàìè èç Γ.

Äëÿ ÿçûêà Lgraph ïðîèçâîëüíîå óðàâíåíèå èìååò îäèí èç
ñëåäóþùèõ âèäîâ:

1 E(x, y);

2 E(x, c1);

3 E(c1, c2);

4 x = y;

5 x = c1;

6 c1 = c2.
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Íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì äëÿ ãðàôîâ

ßçûê Lgraph = {E(2)} íàçîâåì ÿçûêîì ãðàôîâ.
Ïðîèçâîëüíûé ãðàô ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó íàä Lgraph. Ðàñøèðåíèå ÿçûêà
Lgraph ìíîæåñòâîì âåðøèí ãðàôà Γ: Lgraph,Γ = L ∪ V (Γ),
íàçîâåì ÿçûêîì ãðàôîâ ñ êîíñòàíòàìè èç Γ.

Äëÿ ÿçûêà Lgraph ïðîèçâîëüíîå óðàâíåíèå èìååò îäèí èç
ñëåäóþùèõ âèäîâ:

1 E(x, y);

2 E(x, c1);

3 E(c1, c2);

4 x = y;

5 x = c1;

6 c1 = c2.
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Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Â ñòàòüå Ì. Â. Êîòîâà ¾Íåñêîëüêî çàìå÷àíèé î
í¼òåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì¿ (2013), ñôîðìóëèðîâàí
ñëåäóþùèé êðèòåðèé î òîì, êîãäà ïðîèçâîëüíàÿ
àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî
óðàâíåíèÿì:

Ëåììà 1

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A = ⟨A,L⟩ íå ÿâëÿåòñÿ
í¼òåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
íàéäóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ (ai)i∈N, ai ∈ An,
è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé
(si(X))i∈N, X = {x1, . . . , xn} ÿçûêà L, äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

A ̸|= si(ai) äëÿ âñåõ i ∈ N è A |= sj(ai) äëÿ âñåõ j < i.
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Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

a1 s1(X)

a2 s2(X)

a3 s3(X)

..
.

..
.

an sn(X)

..
.

..
.

Èëëþñòðàöèÿ ê ëåììå 1
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Îïðåäåëåíèå

Ãðàô Γ áóäåì íàçûâàòü ñîâåðøåííî íåíåòåðîâûì, åñëè
îí ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ âåðøèí a1, b1, a2, b2, . . . òàêóþ, ÷òî êàæäàÿ èç
âåðøèí ai ñîåäèíåíà ðåáðàìè ñî âñåìè âåðøèíàìè bj
ïðè j < i, íî íå ñîåäèíåíà ðåáðîì ñ âåðøèíîé bi.
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a1 b1

a2 b2

a3 b3

..
.

..
.

an bn

..
.

..
.

Áàçèñíûé íåíåòåðîâ ãðàô
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Ãðàô, ñîäåðæàùèé ñ÷åòíóþ êëèêó K â êà÷åñòâå
èíäóöèðîâàííîãî ïîäãðàôà, äëÿ êðàòêîñòè, áóäåì
íàçûâàòü íàäêëèêîé.

Òåîðåìà 1 (Á., À. Â. Òðåéåð)

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1 ïðîñòîé ãðàô íåíåòåðîâ ïî óðàâíåíèÿì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ëèáî ñîâåðøåííî íåíåòåðîâ,
ëèáî ÿâëÿåòñÿ íàäêëèêîé;

2 ãðàô ñ ïåòëÿìè íåíåòåðîâ ïî óðàâíåíèÿì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ñîâåðøåííî íåíåòåðîâ.
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Âûðàçèìîñòü íåòåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì äëÿ

ãðàôîâ

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñâîéñòâî P ãðàôîâ âûðàçèìî
ëîãèêîé ïåðâîãî ïîðÿäêà, åñëè ñóùåñòâóåò íàáîð
çàìêíóòûõ ôîðìóë ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå èñòèííû
äëÿ âñåõ ãðàôîâ, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì P , è òîëüêî
äëÿ íèõ.
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ãðàôîâ

Îïðåäåëåíèå òîãî, âûðàçèìî ëè êàêîå-ëèáî ñâîéñòâî
ëîãèêîé ïåðâîãî ïîðÿäêà, ìîæíî ñâîäèòü ê ïîèñêó äâóõ
ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì,
êîòîðûå ðàçëè÷àþòñÿ ýòèì ñâîéñòâîì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
ïîíÿòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíûìè,
ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàê íàçûâàåìóþ èãðó

Ýðåíôîéõòà-Ôðàèññå.

Äàäèì îïðåäåëåíèå ýòîé èãðû â êîíòåêñòå ãðàôîâ
ñëåäóÿ Ì. Å. Æóêîâñêèé, À. Ì. Ðàéãîðîäñêèé
¾Ñëó÷àéíûå ãðàôû: ìîäåëè è ïðåäåëüíûå
õàðàêòåðèñòèêè¿ (2015).
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ãðàôîâ

Â èãðå Ýðåíôîéõòà-Ôðàèññå ó÷àñòâóþò äâà èãðîêà,
íàçûâàåìûå Íîâàòîðîì (Í) è Êîíñåðâàòîðîì (Ê). Èãðà
îïðåäåëÿåòñÿ âûáðàííîé ïàðîé ãðàôîâ. Ãðàôû
ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
Ê èìååò âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ.

Â íà÷àëå èãðû Í âûáèðàåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî k. Äàëåå
îíè õîäÿò ïî î÷åðåäè, íà÷èíàÿ ñ Í. Êàæäûé èç èãðîêîâ
äåëàåò k õîäîâ, ïîñëå ÷åãî îïðåäåëÿåòñÿ ïîáåäèòåëü.
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ãðàôîâ

Â èãðå Ýðåíôîéõòà-Ôðàèññå ó÷àñòâóþò äâà èãðîêà,
íàçûâàåìûå Íîâàòîðîì (Í) è Êîíñåðâàòîðîì (Ê). Èãðà
îïðåäåëÿåòñÿ âûáðàííîé ïàðîé ãðàôîâ. Ãðàôû
ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
Ê èìååò âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ.

Â íà÷àëå èãðû Í âûáèðàåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî k. Äàëåå
îíè õîäÿò ïî î÷åðåäè, íà÷èíàÿ ñ Í. Êàæäûé èç èãðîêîâ
äåëàåò k õîäîâ, ïîñëå ÷åãî îïðåäåëÿåòñÿ ïîáåäèòåëü.
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Âûðàçèìîñòü íåòåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì äëÿ

ãðàôîâ

Íà i-ì õîäó Í âûáèðàåò âåðøèíó â îäíîì èç ãðàôîâ è
ïîìå÷àåò åå ÷èñëîì i. Â îòâåò Ê âûáèðàåò íåêîòîðóþ
âåðøèíó èç äðóãîãî ãðàôà è òàêæå ïîìå÷àåò åå ÷èñëîì
i. Ïîñëå k õîäîâ èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ. Ïðè ýòîì â
êàæäîì ãðàôå k âåðøèí îêàçûâàþòñÿ ïîìå÷åííûìè
÷èñëàìè îò 1 äî k. Îáîçíà÷èì ýòè âåðøèíû ÷åðåç
a1, a2, . . . , ak (äëÿ ïåðâîãî ãðàôà; âåðøèíà ai èìååò
ïîìåòêó i) è b1, b2, . . . , bk (äëÿ âòîðîãî).

Åñëè èíäóöèðîâàííûå ïîäãðàôû íà ïîìå÷åííûõ
ýëåìåíòàõ ïåðâîãî è âòîðîãî ãðàôîâ èçîìîðôíû, òî
âûèãðûâàåò Í, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � Ê.
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ãðàôîâ

Íà i-ì õîäó Í âûáèðàåò âåðøèíó â îäíîì èç ãðàôîâ è
ïîìå÷àåò åå ÷èñëîì i. Â îòâåò Ê âûáèðàåò íåêîòîðóþ
âåðøèíó èç äðóãîãî ãðàôà è òàêæå ïîìå÷àåò åå ÷èñëîì
i. Ïîñëå k õîäîâ èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ. Ïðè ýòîì â
êàæäîì ãðàôå k âåðøèí îêàçûâàþòñÿ ïîìå÷åííûìè
÷èñëàìè îò 1 äî k. Îáîçíà÷èì ýòè âåðøèíû ÷åðåç
a1, a2, . . . , ak (äëÿ ïåðâîãî ãðàôà; âåðøèíà ai èìååò
ïîìåòêó i) è b1, b2, . . . , bk (äëÿ âòîðîãî).

Åñëè èíäóöèðîâàííûå ïîäãðàôû íà ïîìå÷åííûõ
ýëåìåíòàõ ïåðâîãî è âòîðîãî ãðàôîâ èçîìîðôíû, òî
âûèãðûâàåò Í, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � Ê.
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ïðîñòûõ ãðàôîâ

a11
a21

a22

a31

a32

a33
. . .

a11
a21

a22

a31

a32

a33
. . . K

Èãðà Ýðåíôîéõòà-Ôðàèññå íà ïàðå ãðàôîâ, ïîñòðîåííûõ ïî

êëèêàì

Áó÷èíñêèé È. Ì., Êîòîâ Ì. Â., Òðåéåð À. Â. Íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì äëÿ ïðåäèêàòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì



Âûðàçèìîñòü íåòåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì äëÿ

ãðàôîâ ñ ïåòëÿìè

a11 b11 a21 b21

a22 b22

a31 b31

a32 b32

a33 b33

. . .

a11 b11 a21 b21

a22 b22

a31 b31

a32 b32

a33 b33

. . .

a1 b1

a2 b2

a3 b3

...
...

an bn

...
...

Èãðà Ýðåíôîéõòà-Ôðàèññå íà ïàðå ãðàôîâ, ïîñòðîåííûõ ïî

áóëåâûì ãðàôàì
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ãðàôîâ

Òåîðåìà 2

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1 ñâîéñòâî íåòåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì äëÿ ïðîñòûõ
ãðàôîâ íåâûðàçèìî ëîãèêîé ïåðâîãî ïîðÿäêà
(Á., À. Â. Òðåéåð);

2 ñâîéñòâî íåòåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì äëÿ ãðàôîâ ñ
ïåòëÿìè íåâûðàçèìî ëîãèêîé ïåðâîãî ïîðÿäêà
(Á.).
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Íåòåðîâîñòü ïðîèçâîëüíûõ ïðåäèêàòíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì

Äëÿ ÿçûêà LA ïðîèçâîëüíîå óðàâíåíèå èìååò îäèí èç
ñëåäóþùèõ âèäîâ:

1 Pi(w1, . . . , wni
), ãäå i ∈ {1, . . . , k}, è äëÿ âñåõ j = 1, ni

òåðì wj ÿâëÿåòñÿ ëèáî êîíñòàíòîé ÿçûêà LA, ëèáî
ïåðåìåííîé;

2 w1 = w2, ãäå êàæäûé òåðì w1, w2 ÿâëÿåòñÿ ëèáî
êîíñòàíòîé ÿçûêà LA, ëèáî ïåðåìåííîé.

Óðàâíåíèÿ, ñîñòîÿùèå òîëüêî èç êîíñòàíò ëèáî âñåãäà
ëîæíû, ëèáî âñåãäà èñòèííû. Ñèñòåìû òàêèõ óðàâíåíèé
ìîæíî çàìåíèòü îäíèì çàâåäîìî ëîæíûì èëè èñòèííûì
óðàâíåíèåì. Ïîýòîìó ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ñèñòåìû óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèå áåñêîíå÷íîå
êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé, ñîñòîÿùèõ òîëüêî èç êîíñòàíò.
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àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì

Äëÿ ÿçûêà LA ïðîèçâîëüíîå óðàâíåíèå èìååò îäèí èç
ñëåäóþùèõ âèäîâ:

1 Pi(w1, . . . , wni
), ãäå i ∈ {1, . . . , k}, è äëÿ âñåõ j = 1, ni

òåðì wj ÿâëÿåòñÿ ëèáî êîíñòàíòîé ÿçûêà LA, ëèáî
ïåðåìåííîé;

2 w1 = w2, ãäå êàæäûé òåðì w1, w2 ÿâëÿåòñÿ ëèáî
êîíñòàíòîé ÿçûêà LA, ëèáî ïåðåìåííîé.

Óðàâíåíèÿ, ñîñòîÿùèå òîëüêî èç êîíñòàíò ëèáî âñåãäà
ëîæíû, ëèáî âñåãäà èñòèííû. Ñèñòåìû òàêèõ óðàâíåíèé
ìîæíî çàìåíèòü îäíèì çàâåäîìî ëîæíûì èëè èñòèííûì
óðàâíåíèåì. Ïîýòîìó ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ñèñòåìû óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèå áåñêîíå÷íîå
êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé, ñîñòîÿùèõ òîëüêî èç êîíñòàíò.

Áó÷èíñêèé È. Ì., Êîòîâ Ì. Â., Òðåéåð À. Â. Íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì äëÿ ïðåäèêàòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì



Íåòåðîâîñòü ïðîèçâîëüíûõ ïðåäèêàòíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì

Çàìå÷àíèå 1

Ëþáàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A = ⟨A,P (1)⟩ íàä
ÿçûêîì ñ îäíèì óíàðíûì ïðåäèêàòíûì ñèìâîëîì
íåòåðîâà ïî óðàâíåíèÿì.

Áó÷èíñêèé È. Ì., Êîòîâ Ì. Â., Òðåéåð À. Â. Íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì äëÿ ïðåäèêàòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì



Íåòåðîâîñòü ïðîèçâîëüíûõ ïðåäèêàòíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì

Ïóñòü Q
(n)
1 è Q

(k)
2 � ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû ÿçûêà L,

X = {x1, . . . , xp} � ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ. Êîðòåæè
v = (v1, . . . , vn) è w = (w1, . . . , wk) ñîñòîÿò èç ïåðåìåííûõ
èç X è êîíñòàíò ÿçûêà L. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâà
óðàâíåíèÿ Q1(v) è Q2(w) îò ïåðåìåííûõ èç ìíîæåñòâà
X èìåþò îäèíàêîâóþ êîíôèãóðàöèþ, åñëè âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1 ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû Q
(n)
1 è Q

(k)
2 ñîâïàäàþò è,

ñëåäîâàòåëüíî, n = k;

2 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n ñèìâîëû vi è wi îáîçíà÷àþò
îäíó è òó æå ïåðåìåííóþ èç X, ëèáî îäíîâðåìåííî
ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè (âîçìîæíî ðàçëè÷íûìè).
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Íåòåðîâîñòü ïðîèçâîëüíûõ ïðåäèêàòíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì

Ïóñòü A = ⟨A,L⟩ � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàä
ïðåäèêàòíûì ÿçûêîì ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïðåäèêàòíûõ
ñèìâîëîâ L = {P (n1)

1 , . . . , P
(nm)
m }
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Íåòåðîâîñòü ïðîèçâîëüíûõ ïðåäèêàòíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì

Ëåììà 2 (ÁÊÒ)

Ïóñòü A = ⟨A,LA⟩ � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàä
ïðåäèêàòíûì ÿçûêîì ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïðåäèêàòíûõ
ñèìâîëîâ LA = {P (n1)

1 , . . . , P
(nm)
m } è êîíñòàíòàìè èç A, íå

ÿâëÿþùàÿñÿ íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì. Òîãäà
ñóùåñòâóþò òàêèå áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ýëåìåíòîâ {(ai1, . . . , aip)}i∈N è óðàâíåíèé S, äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 1, ïðè÷åì âñå óðàâíåíèÿ èç
S èìåþò îäèíàêîâóþ êîíôèãóðàöèþ.
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Íåòåðîâîñòü ïðîèçâîëüíûõ ïðåäèêàòíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì

Èñõîäÿ èç ðåçóëüòàòîâ ëåììû 2 âñþäó äàëåå áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
óðàâíåíèÿ âèäà P (x1, . . . , xp, b1, . . . , bt), ãäå P

(n) �
ïðåäèêàòíûé ñèìâîë ÿçûêà L, p+ t = n, x1, . . . , xp �
ïåðåìåííûå, b1, . . . , bt � êîíñòàíòû ÿçûêà LA.
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Íåòåðîâîñòü ïðîèçâîëüíûõ ïðåäèêàòíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì

Ëåììà 3 (ÁÊÒ)

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A = ⟨A,LA⟩ íàä ïðåäèêàòíûì
ÿçûêîì LA ñ êîíñòàíòàìè èç A íå ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî
óðàâíåíèÿì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîå ïðåäèêàòíîå îáåäíåíèå ÿçûêà LA äî L′

A ñ îäíèì
ïðåäèêàòíûì ñèìîâîëîì è êîíñòàíòàìè èç A, ÷òî
àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A′ = ⟨A,L′

A⟩ íå ÿâëÿåòñÿ
íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì.
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àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì



P (x1, . . . , xp, b
1
1, . . . b

1
t )

P (x1, . . . , xp, b
2
1, . . . b

2
t )

...

P (x1, . . . , xp, b
n
1 , . . . b

n
t )

...

Áó÷èíñêèé È. Ì., Êîòîâ Ì. Â., Òðåéåð À. Â. Íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì äëÿ ïðåäèêàòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì



Íåòåðîâîñòü ïðîèçâîëüíûõ ïðåäèêàòíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì

(a11, . . . , a
1
p, b

1
1, . . . b

1
t )

(a21, . . . , a
2
p, b

2
1, . . . b

2
t )

...

(an1 , . . . , a
n
p , b

n
1 , . . . b

n
t )

...
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Ïðîåêöèÿ ïðåäèêàòà

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü P (n) � ïðîèçâîëüíûé n-ìåñòíûé ïðåäèêàò,
I = {i1, i2, . . . , ik} ⊂ {1, 2, . . . n}, 0 < k < n è
J = {1, 2, . . . , n} \ I = {l1, l2, . . . , ln−k}. Ïðåäèêàò P ′(k)

áóäåì íàçûâàòü ïðîåêöèåé ïðåäèêàòà P íà ìíîæåñòâî

êîìïîíåíò I ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòîâ p1, p2, . . . , pn−k, åñëè
äëÿ ëþáûõ a1, a2, . . . , ak ∈ A

A |= P ′(a1, . . . , ak) ⇐⇒ A |= P (c1, . . . , cn),

ãäå cij = aj, åñëè ij ∈ I, j = 1, 2, . . . , k, è clj = pj, åñëè
lj ∈ J , äëÿ ëþáûõ j = 1, 2, n− k.
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Ïðîåêöèÿ ïðåäèêàòà

Ïðèìåð 1

Ïóñòü Γ = ⟨{v1, v2, v3, v4, v5}, E(3)⟩ � ãèïåðãðàô íà 5
âåðøèíàõ, â êîòîðîì 3-ãèïåððåáðàìè ÿâëÿþòñÿ òðîéêè
(v1, v1, v2), (v1, v3, v3), (v2, v4, v1), (v3, v2, v2), (v5, v4, v5) è
òîëüêî îíè.

Òîãäà, íàïðèìåð, ïðîåêöèåé ïðåäèêàòà E íà ìíîæåñòâî
êîìïîíåíò I = {1, 3} ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòà v4 ÿâëÿåòñÿ
áèíàðíûé ïðåäèêàò, èñòèííûé íà ïàðàõ (v2, v1), (v5, v5) è
òîëüêî íà íèõ.
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Íåòåðîâîñòü ïðîèçâîëüíûõ ïðåäèêàòíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì

(ã11, . . . , ã
1
p̃, b̃

1
1, . . . b̃

1
t̃ )

(ã21, . . . , ã
2
p̃, b̃

2
1, . . . b̃

2
t̃ )

...

(ãn1 , . . . , ã
n
p̃ , b̃

n
1 , . . . b̃

n
t̃ )

...

ãäå äëÿ ëþáîãî j = 1, p̃: {ãji}i∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ,

è äëÿ ëþáîãî j = 1, t̃: {b̃ji}i∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ.
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Ñêëåéêà ïðåäèêàòà ïî ðàçáèåíèþ

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü P (n) � ïðîèçâîëüíûé n-ìåñòíûé ïðåäèêàò,
I =

⊔m
j=1 Ij � òî÷íîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà {1, . . . , n}.

Ïðåäèêàò P/I(m), m ≤ n, íàçîâåì ñêëåéêîé ïðåäèêàòà P
ïî ðàçáèåíèþ I, åñëè âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

A |= P/I(a1, . . . , am) ⇐⇒ A |= P (b1, . . . , bn),

ãäå bi = ak, åñëè è òîëüêî åñëè i ïðèíàäëåæèò Ik èç
ðàçáèåíèÿ I.
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Ñêëåéêà ïðåäèêàòà ïî ðàçáèåíèþ

Ïðèìåð 2

Ïóñòü Γ = ⟨{v1, v2, v3, v4, v5}, E(3)⟩ � ãèïåðãðàô íà 5
âåðøèíàõ, â êîòîðîì 3-ãèïåððåáðàìè ÿâëÿþòñÿ òðîéêè
(v1, v1, v2), (v1, v3, v3), (v2, v4, v1), (v3, v2, v2), (v5, v4, v5) è
òîëüêî îíè.

Ïóñòü I = {{1}, {2, 3}} � òî÷íîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà
{1, 2, 3}. Òîãäà E/I ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áèíàðíûé
ïðåäèêàò, èñòèííûé íà ïàðàõ (v1, v3), (v3, v2) è òîëüêî íà
íèõ.
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Íåòåðîâîñòü ïðîèçâîëüíûõ ïðåäèêàòíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì

(˜̃a11, . . . , ˜̃a
1
˜̃p
, ˜̃b11, . . .

˜̃b1˜̃t )

(˜̃a21, . . . , ˜̃a
2
˜̃p
, ˜̃b21, . . .

˜̃b2˜̃t )

...

(˜̃an1 , . . . , ˜̃a
n
˜̃p
, ˜̃bn1 , . . .

˜̃bn˜̃t )

...

ãäå àáñîëþòíî âñå ýëåìåíòû ïîïàðíî ðàçëè÷íû.
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Íåòåðîâîñòü ïðîèçâîëüíûõ ïðåäèêàòíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì

Îïðåäåëåíèå

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà
A = ⟨A,P (2)⟩ ñîäåðæèò íåíåòåðîâó êëèêó, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ
{ai}i∈N ⊆ A, ÷òî A ̸|= P (ai, ai) äëÿ âñåõ i è A |= P (ai, aj)
äëÿ âñåõ j < i.
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Íåòåðîâîñòü ïðîèçâîëüíûõ ïðåäèêàòíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü P � n-ìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë ÿçûêà LA.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà
A = ⟨A,LA⟩ ñîäåðæèò P -ñîâåðøåííî íåíåòåðîâó
ïîäñèñòåìó, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ýëåìåíòîâ {(ai1, . . . , aip)}i∈N è óðàâíåíèé
{P (x1, . . . , xp, b

i
1, . . . , b

i
t)}i∈N, ïðè÷åì

a11, . . . , a
1
p, b

1
1, . . . b

1
t , . . . , a

n
1 , . . . , a

n
p , b

n
1 , . . . , b

n
t , . . . ïîïàðíî

ðàçëè÷íû è p+ t = n, ÷òî

äëÿ âñåõ i A ̸|= P (ai1, . . . , a
i
p, b

i
1, . . . , b

i
t) è

A |= P (ai1, . . . , a
i
p, b

j
1, . . . , b

j
t) äëÿ âñåõ j < i.
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Íåòåðîâîñòü ïðîèçâîëüíûõ ïðåäèêàòíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì

Òåîðåìà 3 (Á., Êîòîâ, Òðåéåð)

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A = ⟨A,LA⟩ íàä ïðåäèêàòíûì
ÿçûêîì LA ñ êîíñòàíòàìè èç A íå ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî
óðàâíåíèÿì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî
ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà P (n) ÿçûêà LA ñóùåñòâóþò òàêàÿ
ïðîåêöèÿ P ′(k) ïðåäèêàòà P (n) è òàêîå òî÷íîå ðàçáèåíèå
I ìíîæåñòâà {1, . . . , k}, ÷òî âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç
ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

|I| > 1 è àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A′ = ⟨A, P ′/I⟩
ñîäåðæèò ñîâåðøåííî íåíåòåðîâó ïîäñèñòåìó;

|I| = 1 è àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A′ = ⟨A,Q⟩, ãäå
Q = P ′/{{1}, {2, . . . , k}} � áèíàðíûé ïðåäèêàò, ñîäåðæèò
íåíåòåðîâó êëèêó.
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Âûðàçèìîñòü íåòåðîâîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

ïðåäèêàòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì

Ñëåäñòâèå 1

Ñâîéñòâî íåòåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì íåâûðàçèìî
íèêàêèì ïðåäèêàòíûì ÿçûêîì, ñîäåðæàùèì õîòÿ áû
îäèí íå óíàðíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë, ëîãèêè ïåðâîãî
ïîðÿäêà.
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Íåòåðîâîñòü ïðîèçâîëüíûõ ïðåäèêàòíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âñÿêóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó
íàä ÿçûêîì ñ îäíèì ïðåäèêàòíûì ñèìâîëîì P (n) ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ãèïåðãðàô (èëè, â ñëó÷àå n = 2, êàê
ãðàô), â êîòîðîì ìíîæåñòâîì ðåáåð ÿâëÿåòñÿ â òî÷íîñòè
ïðåäèêàò P (n). Ïðè ýòîì àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó íàä
ïðîèçâîëüíûì ïðåäèêàòíûì ÿçûêîì áûâàåò óäîáíî
èëëþñòðèðîâàòü â âèäå ãèïåðãðàôà, â êîòîðîì ðåáðà
ðàñêðàøåíû â öâåò, ñîîòâåòñòâóþùèé íåêîòîðîìó
ïðåäèêàòó èç ÿçûêà è òîëüêî åìó.
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×àñòè÷íûå ïîðÿäêè

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì (èëè
÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì) íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ
ñèñòåìà P = ⟨P,⪯(2)⟩, ãäå ⪯(2) � áèíàðíîå îòíîøåíèå
ïîðÿäêà, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì 3 àêñèîìàì:

1 ∀p ∈ P p ⪯ p,

2 ∀p1, p2 ∈ P p1 ⪯ p2 ∧ p2 ⪯ p1 → p1 = p2,

3 ∀p1, p2, p3 ∈ P p1 ⪯ p2 ∧ p2 ⪯ p3 → p1 ⪯ p3.
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Íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì äëÿ ÷àñòè÷íûõ

ïîðÿäêîâ

Ïóñòü A � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà
P è ïóñòü A↑ = {x ∈ P | ∀a ∈ A a ⪯ x} è
A↓ = {x ∈ P | ∀a ∈ A x ⪯ a}.
Âåðõíèì áàçîâûì êîíóñîì A íàçûâàåòñÿ ïàðà (A,A↑).

Âåðõíèé áàçîâûé êîíóñ A íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî
ïîðîæäåííûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå
ïîäìíîæåñòâî B ⊆ A, ÷òî B↑ = A↑. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà,
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåðõíèé áàçîâûé êîíóñ A
áåñêîíå÷íî ïîðîæäåí.
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Íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì äëÿ ÷àñòè÷íûõ

ïîðÿäêîâ

Ïóñòü A � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà
P è ïóñòü A↑ = {x ∈ P | ∀a ∈ A a ⪯ x} è
A↓ = {x ∈ P | ∀a ∈ A x ⪯ a}.
Âåðõíèì áàçîâûì êîíóñîì A íàçûâàåòñÿ ïàðà (A,A↑).

Âåðõíèé áàçîâûé êîíóñ A íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî
ïîðîæäåííûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå
ïîäìíîæåñòâî B ⊆ A, ÷òî B↑ = A↑. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà,
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåðõíèé áàçîâûé êîíóñ A
áåñêîíå÷íî ïîðîæäåí.
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Íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì äëÿ ÷àñòè÷íûõ

ïîðÿäêîâ

Òåîðåìà 4 (À. Þ. Íèêèòèí, È. Ä. Êóäûê)

×àñòè÷íûé ïîðÿäîê P íåòåðîâ ïî óðàâíåíèÿì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âåðõíèé è íèæíèé êîíóñû ëþáîãî
åãî ïîäìíîæåñòâà êîíå÷íî ïîðîæäåíû.
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Íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì äëÿ ÷àñòè÷íûõ

ïîðÿäêîâ
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Ïðèìåð ⪯-ñîâåðøåííî íåíåòåðîâîé ïîäñèñòåìû; äóãà èç bi â aj
îçíà÷àåò, ÷òî aj ⪯ bi
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Íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì äëÿ ÷àñòè÷íûõ

ïîðÿäêîâ

Ïðåäëîæåíèå 1 (ÁÊÒ)

Ïóñòü P = ⟨P,⪯⟩ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.
Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1 ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê P íåíåòåðîâ ïî óðàâíåíèÿì;

2 P ñîäåðæèò ⪯-ñîâåðøåííî íåíåòåðîâó ïîäñèñòåìó;
3 ñóùåñòâóåò òàêîå ïîäìíîæåñòâî B èç P , ÷òî
âåðõíèé, èëè íèæíèé, áàçîâûé êîíóñ B ÿâëÿåòñÿ
áåñêîíå÷íî ïîðîæäåííûì.
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Íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì äëÿ ñòðîãèõ

÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ

Ïðåäëîæåíèå 2 (ÁÊÒ)

Ïóñòü P = ⟨P,≺⟩ ñòðîãîå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå
ìíîæåñòâî. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

1 ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê P íåíåòåðîâ ïî óðàâíåíèÿì;

2 P ñîäåðæèò ≺-ñîâåðøåííî íåíåòåðîâó ïîäñèñòåìó
èëè íåíåòåðîâó êëèêó;

3 ñóùåñòâóåò òàêîå ïîäìíîæåñòâî B èç P , ÷òî
âåðõíèé, èëè íèæíèé, áàçîâûé êîíóñ B ÿâëÿåòñÿ
áåñêîíå÷íî ïîðîæäåííûì.
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Íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì äëÿ ñòðîãèõ

÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ

Ïðèìåð 3

Ðàññìîòðèì ñòðîãèé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê Z = ⟨Z,≺⟩ ñ
åñòåñòâåííûì ïîðÿäêîì íà öåëûõ ÷èñëàõ. Îáðàòèì
âíèìàíèå, ÷òî ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {i}i∈N
ñëóæèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ýëåìåíòîâ, îáðàçóþùåé
íåíåòåðîâó êëèêó. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ
{−2 · i}i∈N è óðàâíåíèé {x ≺ −2 · i− 1}i∈N çàäàþò
ñîâåðøåííî íåíåòåðîâó ïîäñèñòåìó â Z.
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Íåòåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì äëÿ ñòðîãèõ

÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ
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×àñòè÷íûé ïîðÿäîê Z = ⟨Z,≺⟩
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!

Âîïðîñû?
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