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Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà â ïîëóãðóïïàõ

X = {x1, . . . , xn} � ïîðîæäàþùèå, R = {v1 = u1, . . . , vk = uk}
� îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ, S = ⟨X | R⟩ � ïîëóãðóïïà.

Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà â S

Âõîä: (w1, w2) � ñëîâà íàä X.

Îïðåäåëèòü, ðàâíû ëè w1 è w2 â S, òî åñòü ìîæíî ëè w2

ïîëó÷èòü èç w1 çà êîíå÷íîå ÷èñëî çàìåí ïîäñëîâ ñîãëàñíî

îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèÿì.
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Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà â ïîëóãðóïïàõ: ðàçðåøèìîñòü è

íåðàçðåøèìîñòü

Òåîðåìà (À.À.Ìàðêîâ, Ý.Ïîñò, 1947)

Ñóùåñòâóåò êîíå÷íî îïðåäåëåííàÿ ïîëóãðóïïà ñ íåðàçðåøèìîé

ïðîáëåìîé ðàâåíñòâà.

Òåîðåìà (À.È.Ìàëüöåâ, 1958)

Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà ðàçðåøèìà â ëþáîé êîíå÷íî îïðåäåëåííîé

êîììóòàòèâíîé ïîëóãðóïïå.
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Òåîðåìà (À.È.Ìàëüöåâ, 1958)
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Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà â ïîëóãðóïïàõ: ñëîæíîñòü

âû÷èñëåíèé

Òåîðåìà (Å. Êàðäîçà, 1975)

Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà ðàçðåøèìà çà ëèíåéíîå âðåìÿ â ëþáîé

êîíå÷íî îïðåäåëåííîé êîììóòàòèâíîé ïîëóãðóïïå.

Òåîðåìà (Å. Ìàéð, À. Ìåéåð, 1982)

Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà â ìíîãîîáðàçèè âñåõ êîììóòàòèâíûõ

ïîëóãðóïï EXPSPACE-ïîëíà.

Àëåêñàíäð Ðûáàëîâ Î ñëîæíîñòè ïðîáëåìû ðàâåíñòâà â ïîëóãðóïïàõ ñ óñëîâèåì îäíîðîäíîñòè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé



Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà â ïîëóãðóïïàõ: ñëîæíîñòü

âû÷èñëåíèé

Òåîðåìà (Å. Êàðäîçà, 1975)

Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà ðàçðåøèìà çà ëèíåéíîå âðåìÿ â ëþáîé

êîíå÷íî îïðåäåëåííîé êîììóòàòèâíîé ïîëóãðóïïå.

Òåîðåìà (Å. Ìàéð, À. Ìåéåð, 1982)

Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà â ìíîãîîáðàçèè âñåõ êîììóòàòèâíûõ

ïîëóãðóïï EXPSPACE-ïîëíà.

Àëåêñàíäð Ðûáàëîâ Î ñëîæíîñòè ïðîáëåìû ðàâåíñòâà â ïîëóãðóïïàõ ñ óñëîâèåì îäíîðîäíîñòè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé



Ïîëóãðóïïû ñ óñëîâèåì îäíîðîäíîñòè îïðåäåëÿþùèõ

ñîîòíîøåíèé

Îïðåäåëåíèå

Ïîëóãðóïïà ñ óñëîâèåì îäíîðîðîäíîñòè îïðåäåëÿþùèõ

ñîîòíîøåíèé � ïîëóãðóïïà â êîòîðîé äëÿ ëþáîãî

îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ v = u èìååò ìåñòî |v| = |u|.

Ïðèìåð

Ìîíîèä òðàññèðîâêè (trace monoid) � ìîíîèä ñ êîíåñíûì

÷èñëîì ïîðîæäàþùèõ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ìîãóò

êîììóòèðîâàòü. Òî åñòü îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò

âèä ab = ba äëÿ íåêîòîðûõ ïîðîæäàþùèõ a, b. Â ëþáîì òàêîì

ìîíîèäå ïðîáëåìà ðàâåíñòâà ðàçðåøèìà çà ëèíåéíîå âðåìÿ.
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ñîîòíîøåíèé

Ñ. È. Àäÿí, Â. Ã. Äóðíåâ. Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû äëÿ

ãðóïï è ïîëóãðóïï. Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, 2000, Ò. 55, �

2, Ñ. 3�94.

Óòâåðæäåíèå

Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà ðàçðåøèìà â ëþáîé êîíå÷íî îïðåäåëåííîé

ïîëóãðóïïå ñ óñëîâèåì îäíîðîäíîñòè îïðåäåëÿþùèõ

ñîîòíîøåíèé.

Èäåÿ: äëÿ ñëîâà w îáîçíà÷èì C(w) � âñå ñëîâà, êîòîðûå

ìîæíî ïîëó÷èòü èç w çà îäíó çàìåíó ïîäñëîâà. S0 = {w1},
Si = {C(w) : w ∈ Si−1}, i > 0.

S0 ⊆ S1 ⊆ . . . ⊆ Sk = Sk+1.
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Si = {C(w) : w ∈ Si−1}, i > 0.

S0 ⊆ S1 ⊆ . . . ⊆ Sk = Sk+1.

Àëåêñàíäð Ðûáàëîâ Î ñëîæíîñòè ïðîáëåìû ðàâåíñòâà â ïîëóãðóïïàõ ñ óñëîâèåì îäíîðîäíîñòè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé



Ïîëóãðóïïû ñ óñëîâèåì îäíîðîäíîñòè îïðåäåëÿþùèõ

ñîîòíîøåíèé
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Ïîëóãðóïïû ñ óñëîâèåì îäíîðîäíîñòè îïðåäåëÿþùèõ

ñîîòíîøåíèé

Âîïðîñ 1

Êàêîâà ñëîæíîñòü ïðîáëåìû ðàâåíñòâà â êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ

ïîëóãðóïïàõ ñ óñëîâèåì îäíîðîäíîñòè îïðåäåëÿþùèõ

ñîîòíîøåíèé?

Âîïðîñ 2 (âåðõíÿÿ îöåíêà)

Â êàêîé êëàññ ñëîæíîñòè ïîïàäàþò âñå ïðîáëåìû ðàâåíñòâà â

êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ ïîëóãðóïïàõ ñ óñëîâèåì îäíîðîäíîñòè

îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé?

Âîïðîñ 3 (íèæíÿÿ îöåíêà)

Ñóùåñòâóåò ëè êîíå÷íî îïðåäåëåííàÿ ïîëóãðóïïà ñ óñëîâèåì

îäíîðîäíîñòè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, â êîòîðîé ïðîáëåìà

ðàâåíñòâà ïîëíà â ýòîì êëàññå ñëîæíîñòè îòíîñèòåëüíî

ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè?
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Ñóùåñòâóåò ëè êîíå÷íî îïðåäåëåííàÿ ïîëóãðóïïà ñ óñëîâèåì

îäíîðîäíîñòè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, â êîòîðîé ïðîáëåìà
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îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé?
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Êëàññ PSPACE

Ïóñòü M � ìàøèíà Òüþðèíãà, sM (x) � ÷èñëî ÿ÷ååê ëåíòû,

èñïîëüçóåìîå â ðàáîòå M íà x.

Îïðåäåëåíèå

Ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ (ìíîæåñòâî) S ïðèíàäëåæèò êëàññó

PSPACE, åñëè ñóùåñòâóåò ìàøèíà Òüþðèíãà M ,

ðàñïîçíàþùàÿ S, è ïîëèíîì p(n) òàêèå, ÷òî sM (x) < p(|x|).

Îïðåäåëåíèå

Ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ (ìíîæåñòâî) S PSPACE-ïîëíà, åñëè

1 S ∈ PSPACE,
2 ëþáàÿ ïðîáëåìà A èç PSPACE ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê

S, òî åñòü ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f , âû÷èñëèìàÿ çà

ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, òàêàÿ, ÷òî

∀x x ∈ A ⇔ f(x) ∈ S.
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Ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ (ìíîæåñòâî) S ïðèíàäëåæèò êëàññó

PSPACE, åñëè ñóùåñòâóåò ìàøèíà Òüþðèíãà M ,

ðàñïîçíàþùàÿ S, è ïîëèíîì p(n) òàêèå, ÷òî sM (x) < p(|x|).

Îïðåäåëåíèå

Ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ (ìíîæåñòâî) S PSPACE-ïîëíà, åñëè

1 S ∈ PSPACE,
2 ëþáàÿ ïðîáëåìà A èç PSPACE ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê

S, òî åñòü ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f , âû÷èñëèìàÿ çà

ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, òàêàÿ, ÷òî

∀x x ∈ A ⇔ f(x) ∈ S.

Àëåêñàíäð Ðûáàëîâ Î ñëîæíîñòè ïðîáëåìû ðàâåíñòâà â ïîëóãðóïïàõ ñ óñëîâèåì îäíîðîäíîñòè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé



Âåðõíÿÿ îöåíêà

Òåîðåìà

Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà â ëþáîé êîíå÷íî îïðåäåëåííîé ïîëóãðóïïå

ñ óñëîâèåì îäíîðîäíîñòè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ëåæèò â

PSPACE.

Îïðåäåëåíèå

Ïðîáëåìà S ïðèíàäëåæèò NPSPACE, åñëè ñóùåñòâóåò

íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà M è ïîëèíîì p(n)
òàêèå, ÷òî x ∈ S ⇔ ∃ âû÷èñëèòåëüíûé ïóòü τ M íà x òàêîé,

÷òî Mτ (x) = 1 è sM (τ, x) < p(|x|).

Íåäåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì Àäÿíà-Äóðíåâà ⇒ ïðîáëåìà

ðàâåíñòâà â NPSPACE.

Òåîðåìà (Ó. Ñýâè÷, 1980)

PSPACE = NPSPACE.
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Òåîðåìà (Ó. Ñýâè÷, 1980)

PSPACE = NPSPACE.
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Íèæíÿÿ îöåíêà

Òåîðåìà

Ñóùåñòâóåò êîíå÷íî îïðåäåëåííàÿ ïîëóãðóïïà ñ óñëîâèåì

îäíîðîäíîñòè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, â êîòîðîé ïðîáëåìà

ðàâåíñòâà PSPACE-ïîëíà.

Èäåÿ: ìîäåëèðóåì ïðîãðàììó ìàøèíû Òüþðèíãà M ,

ðàñïîçíàþùóþ PSPACE-ïîëíóþ ïðîáëåìó íàä àëôàâèòîì X ñ

ïîìîùüþ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé íåêîòîðîé ïîëóãðóïïû,

èñïîëüçóÿ êëàññè÷åñêóþ òåõíèêó Ìàðêîâà-Ïîñòà.

Àëåêñàíäð Ðûáàëîâ Î ñëîæíîñòè ïðîáëåìû ðàâåíñòâà â ïîëóãðóïïàõ ñ óñëîâèåì îäíîðîäíîñòè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé



Íèæíÿÿ îöåíêà

Òåîðåìà
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ïîìîùüþ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé íåêîòîðîé ïîëóãðóïïû,

èñïîëüçóÿ êëàññè÷åñêóþ òåõíèêó Ìàðêîâà-Ïîñòà.

Àëåêñàíäð Ðûáàëîâ Î ñëîæíîñòè ïðîáëåìû ðàâåíñòâà â ïîëóãðóïïàõ ñ óñëîâèåì îäíîðîäíîñòè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé



Íèæíÿÿ îöåíêà

1 ïðàâèëàì ïåðåõîäîâ â ïðîãðàììå M ñîïîñòàâëÿåì

ñîîòíîøåíèÿ ñ óñëîâèåì îäíîðîäíîñòè. Íàïðèìåð,

(qi, a) → (qj , b, R) ñîïîñòàâëåì qiac = aqic, äëÿ ëþáîãî c
èç ðàáî÷åãî àëôàâèòà ìàøèíû.

2 ýòè ïðàâèëà îïèñûâàþò ðàáîòó ìàøèíû âíóòðè ðàáî÷åãî

êóñêà ëåíòû (íå íà êðàÿõ)

3 íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè M íà ñëîâå w ñîîòâåòñòâóåò

a
p(n)
0 q1wa

p(n)
0 � íà÷àëüíîå ñëîâî. Çäåñü a0 � ïóñòîé ñèìâîë.

4 ñîîòíîøåíèÿ qaa = aqa, qaa = qaa0, aqa = a0qa, ãäå qa �

äîïóñêàþùåå ñîñòîÿíèå ìàøèíû, a � ëþáîé ðàáî÷èé

ñèìâîë.

5 M äîïóñêàåò ñëîâî w ⇔ a
p(n)
0 q1wa

p(n)
0 ðàâíî qaa

2p(n)+|w|
0 .
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Ìîòèâàöèÿ

Òåîðåìà (Ìÿñíèêîâ, Îñèí)

Ñóùåñòâóåò êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà, â êîòîðîé ïðîáëåìà

ðàâåíñòâà íå ÿâëÿåòñÿ ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìîé.

Ïðîáëåìà (Ìÿñíèêîâ)

Ïîñòðîèòü êîíå÷íî ïîðîæäåííóþ ãðóïïó, â êîòîðîé ïðîáëåìà

ðàâåíñòâà ðàçðåøèìà, íî íå ÿâëÿåòñÿ ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìîé

çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Ïðîáëåìà

Ïîñòðîèòü êîíå÷íî ïîðîæäåííóþ ïîëóãðóïïó ñ óñëîâèåì

îäíîðîäíîñòè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, â êîòîðîé ïðîáëåìà

ðàâåíñòâà íå ÿâëÿåòñÿ ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìîé çà
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Ìîòèâàöèÿ

Òåîðåìà (Ìÿñíèêîâ, Îñèí)

Ñóùåñòâóåò êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà, â êîòîðîé ïðîáëåìà

ðàâåíñòâà íå ÿâëÿåòñÿ ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìîé.

Ïðîáëåìà (Ìÿñíèêîâ)

Ïîñòðîèòü êîíå÷íî ïîðîæäåííóþ ãðóïïó, â êîòîðîé ïðîáëåìà

ðàâåíñòâà ðàçðåøèìà, íî íå ÿâëÿåòñÿ ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìîé

çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Ïðîáëåìà

Ïîñòðîèòü êîíå÷íî ïîðîæäåííóþ ïîëóãðóïïó ñ óñëîâèåì

îäíîðîäíîñòè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, â êîòîðîé ïðîáëåìà

ðàâåíñòâà íå ÿâëÿåòñÿ ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìîé çà

ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Àëåêñàíäð Ðûáàëîâ Î ñëîæíîñòè ïðîáëåìû ðàâåíñòâà â ïîëóãðóïïàõ ñ óñëîâèåì îäíîðîäíîñòè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé


